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1 Wstep

W 1960 r. R.E. Kalman opublikowal stynng prace, w ktorej przedstawil metode
filtracji dynamicznej, ktora stala sie jedna z najpopularniejszych metod es-
tymacji statycznie optymalnej. Postugujac sie¢ tym narzedziem, mozna wyz-
naczy¢ pomiarowo niedostepne zmienne jedynie na podstawie biezacych wartosci
wielko$ci pomiarowo dostepnych oraz znajomosci modelu matematycznego taczacego
ze sobg obydwie te grupy pomiaréw.

Filtry Kalmana [1] (z ang. Kalman Filter w skrécie KF) znalazly zastosowanie
w wielu dziedzinach nauki. Najczedciej sa one stosowane w inzynierii, gtownie
w ukltadach sensorycznych: robotéw, samolotéw oraz proméw kosmicznych. Sto-
suje sie je takze w technikach komputerowych do przetwarzania obrazéw oraz
w ekonomii do prognozowania wskaznikéw gospodarczych. Metoda ta jest chet-
nie wykorzystywana w robotyce, gdzie uklady percepcji otoczenia odgrywaja
istotna role. Sa czesto jedynym Zrodlem informacji o Srodowisku, w ktorym
znajduje si¢ urzadzenie.

W niniejszej pracy przedstawiono i wyjasniono zasade dzialania filtru, a
takze zawarto kilka praktycznych przykladéw zastosowan w prostych uktadach
pomiarowych.

2 Wilasnosci KF

W ramach wprowadzenia warto wspomnie¢ o wlasnodciach filtru [2].

e KF jest optymalnym estymatorem, gdyz przy konkretnych zatozeniach
moze on spelia¢ pewne kryterium np minimalizacja btedu sredniokwadra-
towego! estymowanych parametréw .

e Kolejna cecha, ktora $wiadczy o optymalnosci filtru to fakt, ze korzysta on
z wszystkich dostepnych pomiaréw bez wzgledu na to, z jaka doktadnoscia
i precyzja zostaly one wykonane. Ostatecznie na ich podstawie dokonuje
najlepszej estymacji stanu.

e FK jest algorytmem typu rekursywnego. Nie przechowuje on wszystkich
danych z przesztosci i nie dokonuje on w kazdym korku ich przeliczenia. In-
formacje sg przetwarzane sukcesywnie, bazujac na wartosciach obliczonych
w poprzednim kroku.

e Jest to algorytm przetwarzania danych. Znajac wejécie i wyjscie systemu
mozna uzyskaé¢ niedostepne (niemierzalne) wartoéci na podstawie dostep-
nych (mierzalnych) danych, np z sensoréw. W teorii systeméw liniowych
moéwimy o obserwowalnosci uktadu.

e Metode nazywamy filtrem, gdyz jest on optymalnym estymatorem stanu
tzn, ze uzyskamy mozliwie optymalna warto$¢, na podstawie wielu pomi-
aréw pochodzacych z zaszumionego srodowiska.

Iblad $redniokwadratowy - méwi, o ile estymator rézni sie od wielkosci, ktéra ma esty-
mowac.



3 Statystyka w KF

W robotyce filtrow Kalmana czesto uzywa sie w systemach lokalizacji gtéwnie
autonomicznych robotéw mobilnych [2]. Metoda ta dokonuje filtracji i fuzji
pomiaréw pochodzacych z wielu sensoréw. W procesie przetwarzania danych,
uwzgledniajac prawdopodobienistwo wystapienia bledu (szumy pomiaru, bledy
systemu pomiarowego), szacuje sie stan oraz prawdopodobienstwo jego wystapi-
enia. Zanim zostanie przedstawiona zasada dzialania filtru, niezbedne bedzie
przypomnienie kilku zagadnien ze statystyki [3].

3.1 Prawdopodobienstwo warunkowe.

W tym rozdziale postuzono sie przykladem jednowymiarowego problemu lokaliza-
cji. Prawdopodobienstwo warunkowe bedzie warto$cia prawdopodobienstwa, ze

robot znajduje sie w stanie (na pozycji) zx w czasie k, jezeli wczesniej zna-

jdowal sie w stanach zp, 21, ..., 2 oraz podejmowal akcje (przemieszczal sie)

ag, a1y ..., Q.

P(xy|z20,a0, 21,01, ..., 2k, ar) (1)

W dalszych rozwazaniach w zbiorze danych (stany, akcje) pominieto podzbidr
akeji.
Rozklad prawdopodobienstwa warunkowego zapisuje sie w postaci funkcji,

Jo)12(1),2(2),,2(k) (T|21, 22, , 21) (2)

gdzie zmienna x € X, X jest zbiorem wszystkich mozliwych stanéw, dana z € Z,
Z jest zbiorem danych (pomiaréw). Innymi stowy na podstawie wynikéw pomi-
aréw otrzymuje sie w czasie k rozklad prawdopodobienstwa dla zmiennej x.
Miegjsce, w ktérym funkcja ma najwigksza warto$é jest stanem (pozycja) na-
jbardziej prawdopodobnym [Rysunek 1]. Dane na postawie, ktérych wyznacza
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Rysunek 1: Przykladowy rozklad prawdopodobienstwa warunkowego.

sie prawdopodobienstwo warunkowe, moga zawiera¢ takze mapy Srodowiska,
ktore nie sa w zaden sposéb zwigzane z pomiarami. Moze to by¢é np mapa



przeszkdd, czyli obszary w ktorych robot nigdy sie nie znajdzie. W praktyce
dazy sie do uzyskania rozkladu zblizonego do rozkladu tzw zmiennej pewne;j.
Ten z kolei ma postaé¢ delty Diraca [Rysunek 2].
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Rysunek 2: Estymacja zmiennej 2.

Na potrzeby KF przedstawionych zostanie kilka konkretnych typow praw-
dopodobienstwa warunkowego, ktérymi postugiwano si¢ w dalszej czesci pracy.
Zapis Bel(x) = P(x|dy,ds, ...,dy) oznacza pewno$é (z ang. belief) w stanie x,
czyli prawdopodobienstwo wystapienia tego stanu na podstawie danych dy, do, ...dg.

e Prawdopodobienstwo wystapienia stanu g, jezeli we wezedniejszym kroku
uzyskano stan xx_1.

Bel(zy) = P(xg|rr—1) (3)

Naturalne jest to, ze jezeli robot porusza sie z predkoscia 1m/s, a zna-
jdowal sie na pozycji 3m to najprawdopodobniej w nastepnej sekundzie
powinien znajdowac sie w pozycji 4m. W praktyce znany jest tylko poprzedni
stan, drugi zas prébuje sie oszacowacé. Szacowania dokonuje sie na pod-
stawie modelu ruchu, w praktyce kinematyki i dynamiki lub tez wprost z
nabytej wiedzy (roboty uczace sig).

e Prawdopodobienstwo otrzymania pomiaru zy, jezeli obiekt znajduje sie w
stanie xy.

Bel(zx) = P(zkl|zk) (4)

W tym przypadku wykonuje sie pomiar nieznanej wartosci z. W praktyce
najczesciej przyjmuje sie blad urzadzenia pomiarowego lub jego poziom
zaklécen.

e Prawdopodobienstwo a priori.
Bel™ (zx) = P(zk|z1, 22, oy 2k—1) (5)

Prawdopodobienstwo stanu x; wyznaczone jedynie na podstawie wezesniejszych
pomiaréw. W ten sposéb dokonujemy oszacowania stanu przed wyko-
naniem jego pomiaru.



e Prawdopodobienstwo a posteriori.
Bel™ (x1,) = P(zk|21, 22, -, 21) (6)
Prawdopodobienstwo stanu z; na podstawie wszystkich pomiaréw.

Kazdy nowy stan szacuje si¢ na podstawie poprzedniego stanu, a ten uzyskiwany
jest dzieki dokonanym w poprzednich krokach pomiarom:

P(xp|ri—1,21, 22, ..., 2k—1) (7)

W filtrach Kalmana przyjmuje si¢ zalozenie Markova, ktére méwi o tym, ze
zaden wczesniejszy pomiar nie wplywa na nowo uzyskany i vice versa. Za-
piszmy wiec ponownie réwnanie prawdopodobiefistwa a priori (5) uwzgledniajac
powyzsze zalozenie:

Bel™ (z) = P(xk|Tr—1, 21, 225 -y 2k—1) = P(zr|Tr-1) (8)

Nastepnie korzystajac ze wzoru Bayesa 2 zapisujemy ponownie réwnanie praw-
dopodobiefstwa (6) a posteriori:

P(zp|zk—1,21, - 26—1)P(zr| Tk, 21, vy 2—1)
P(zrlz1, ..y 26—1)
_ Bel™ (zx)P(zr|7r, 215 -0y 21-1)
N P(zk|z1, ooy 2—1)

Bel™t (z1,) =
(9)

i korzystajac z zatozenia Markova, ktére méwi, ze ostatni pomiar nie zalezy od
poprzednich i vice versa

P(zg|zk, 21, 22, oy 2k—1) = P(2k|2zk) (10)
zapisujemy:

P(zg|zk)Bel™ (zx)
Bel™ = =P vy Zh)- 11
el™ (zx) Plerlzr, 2o 1) (Tl 215 s 21) (11)

Mozna zauwazy¢, ze powyzsze dziatania przedstawiajg rekursywny proces,
niejako propagacji rozkladu prawdopodobienstwa warunkowego dla pozadanej
wartosci. Jest ona uwarunkowana danymi nadchodzacymi z pomiaréw (czu-
jnikéw).

3.2 Parametry rozkladu gestosci prawdopodobienstwa.

Na Rysunku 1 pokazano przyktadowy rozklad gestosci prawdopodobienstwa.
Kazdy taki rozktad posiada nastepujace parametry:

e Srednia (mean) - $rodek masy rozkladu

e dominanta (moda) - warto$¢ x, w ktorej funkcja osiaga maksimum - na-
jwieksze prawdopodobienstwo

e mediana (median) - warto$¢ x, w szeregu uporzadkowanym powyzej i
ponizej, ktorej znajduje si¢ ta sama liczba, np. pomiaréw.

P(B)P(A|B)

2P(B‘A) = P(A)



W filtrach Kalmana stosuje sie, wspomniana juz wyzej, propagacje gestosci
prawdopodobienstwa warunkowego dla systeméw opisanych modelem, w ktorym
zaréwno system jak i pomiar obarczone sa szumami bialymi® typu Gausa (Ry-
sunek 3). W takich warunkach wszystkie parametry rozkladu ($rednia, dom-
inanta, mediana) pokrywaja sie, dajac w kazdym kroku szacowania wartosé
optymalng. Rozklad normalny definiuje si¢ jako N(m,,c?), gdzie m, - $rednia,
o? - wariancja (pierwiastek kwadratowy z wariancji to odchylenie standardowe

o).
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Rysunek 3: Rozklad prawdopodobienstwa typu Gausa (normalny).

3.3 Przyklad propagacji rozkladu prawdopodobienstwa.

Peter S. Maybeck [3] w swojej pracy przedstawil prosty przyklad, ktéry w za-
sadzie bedzie ilustrowal zasade dziatania KF.

Zalézmy, ze dwoch zeglarzy wybralo sie w rejs po morzu. Niestety zawiodly
wszystkie urzadzenia nawigacyjne. Jest srodek nocy, a do dyspozycji maja tylko
niebo pelne gwiazd. Pierwszy zeglarz wybiera zatem jedna z nich i wykonuje po-
miar. Dla uproszczenia przyjeto, ze jest on jednowymiarowy. Pomiar z; wykonuje
w czasie t1. O jego precyzji méwi odchylenie standardowe o, (w statystyce
czesto postuguje sie wariancja o2 .)- A wigc mozna okresli¢ prawdopodobiefistwo
ich pozycji x(t1) w czasie t; uwarunkowanego pomiarem z; [Rysunek 4]. Widad,
ze pomiar nie jest zbyt doktadny, wykres jest tagodny, a odchylenie standardowe
dosy¢ spore.

Estymowana warto$¢ pozycji x, bazujaca na wykresie z Rysunku 4 to:

.i‘(f,l) =21 (12)
a jego wariancja, czyli btad estymacji wynosi:
oi(t) =02, (13)

Kolejny pomiar wykonal drugi cztonek zalogi. Jest on doswiadczonym zeglarzem,
a nawigacja zajmuje si¢ juz od dawna. Pomiar zo zostanie wykonany w czasie to
i obarczony bedzie bledem, ktorego wariancja wynosi 052. Umiejetnosci drugiego
sternika sa o wiele wigksze, a zatem odchylenie standardowe jest znacznie mniejsze
(Rysunek 5). Przyjeto takze, ze odcinek ktory przeplyneli w czasie to — ¢1 nie

3Intensywnos¢ szumu bialego teoretycznie jest statystycznie réwnomierna w calym pasmie
od zera do nieskonczonosci, ale w praktyce przyjmuje si¢ do rozwazan tylko pewne zakresy
czestotliwosci.
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Rysunek 4: Gesto$é¢ prawdopodobienistwa warunkowego w oparciu o 2.

ma wiekszego wplywu na pomiar. Ostatecznie uzyskali dwie wartosci na pod-
stawie ktérych bedzie mozna dokonaé oszacowania pozycji (Rysunek 6). Srednia
1 nowego rozkladu oraz jego wariancje o2 wyznacza sie nastepujaco:

2 2
O 0z
w= z1+ 29 (14)
ol +o%, 0%+l
111
2=ty (15)
(o) UZI UZ2

. ’ . . . 2 . . . 2 . 2 . e
Warto zauwazy¢, ze wariancja o jest mniejsza od o3, i o3, czyli pewnos¢

pozycji zawsze wzrasta i jest wieksza od najwiekszej z pomiaréw.
Uzyskane szacowanie w czasie to bedzie teraz rowne:

B(t2) = p (16)
a jego wariancja:

ag (t2) = o2

n (17)

Oczywiste wydaje sie, ze jezeli wariancje Uzl i 032 beda sobie rowne, to wartosé
$rednia p znajdzie sie dokladnie w potowie odleglosci pomiedzy nimi.
Zapiszmy wigc ponownie réwnanie (16) szacowanej pozycji w stanie t:

2 2 2
g g g
Lo _ 22 21 _ 21
SC(tg) =3 3 z1 + 2 ) 20 =21+ 2 . 2 (ZQ - Zl) (18)
o3, + 03, oz, +0z, 0y 0z,

Zdefiniujmy wspotczynnik K, ktéry nazywa sie wzmocnieniem Kalmana:

0.2

K= %2 _ 19

o7 +ol (19)

Jezeli przyjmie sie, ze z; to poprzednio szacowany stan #(¢1), réwnanie (18)
bedzie miato postac:

L(ta) = 2(t1) + K (22 — &(t1)) (20)

Roéwnanie to méwi o tym , jakie jest optymalne szacowanie stanu w czasie to. Jest
ono réwne oszacowanej wartosci w czasie t; plus korekcja uzyskana z réznicy
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Rysunek 5: Gestosé prawdopodobienstwa warunkowego w oparciu o zg.

pomiaru i poprzedniego szacowania, pomnozonej przez odpowiednia wartosé
wzmocnienia. Réwnanie wariancji w czasie t2 (17) bedzie miato postaé:

03(t2) = 03 (t1) — K(t2)0%(t1) = (1 — K(t2))o3(t1) (21)

Wartodci #(ty) oraz o2(ts) ucieleéniaja funkcje rozktadu prawdopodobiefistwa
warunkowego fo(1,)[z(t1),2(t2) (|21, 22) W czasie ts.

Jak wiec to dziala w filtrze Kalmana? Kontynuujac przyklad morskiej zeglugi
zapisane zostana kolejno rownania filtra dla wyzej opisanej sytuacji.

Po dokonaniu pierwszego pomiaru znane sg juz wartoéci poczatkowe (t1)"
oraz 02(t1)T. W praktyce dobiera si¢ je do$wiadczalnie lub przyjmuje wartosci
jednostkowe. W pierwszej fazie algorytmu, szacuje sie wartosci a priori pozycji
x w czasie to. Wspomniano juz, ze przyjeto zalozenie, iz odcinek w ktérym
przeplyna jacht jest niewielki i nie wplywa znaczaco na pomiar. To znaczy, ze w
trakcie szacowania zaklada sig, ze jacht nadal znajduje si¢ mniej wigcej w tym
samym miejscu:

B(t2)” = &(t1)* (22)
o2(t2)” = oz (t)* (23)

W drugiej fazie algorytmu wykonuje sie¢ kolejny pomiar oraz dokonuje korekcji
oszacowanej w pierwszej fazie pozycji.
W tym celu oblicza si¢ wzmocnienie K:

oo (t)”

)= oy o, =
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Rysunek 6: Gestosé prawdopodobienstwa warunkowego w oparciu o 21 1 zs.

gdzie wariancja 032 to blad pomiaru, ktéry modeluje sie jako bialy szum Gau-

sowski o $redniej 25 i odchyleniu standardowym o,,. Nastepnie szacuje sie nowe
wartosci pozycji i bledu.

B(t)T = 2(t2)” + K(t2) (22 — 2(t2)7) (25)
o3 (t2)t = (1= K(t2))o2(t2)” (26)

Z réwnan (15) i (23) warto zauwazyé, ze btad o2 bedzie z czasem dazyt do zera.
Przejdzmy teraz do opisu, w ktorym uwzgledniono fakt, ze jacht sie przemieszcza.
Zalézmy, ze przy wykonywaniu predykcji, zeglarze oszacowali nowy stan, do-
dajac do poprzedniego odcinek, ktory mogli przepltynaé. Niestety zaloga nie
posiada zadnego przyrzadu do pomiaru predkosci z jaka plyna. Wyznaczyli ja
jedynie na podstawie doswiadczenia i obserwacji ruchu fal. Predkos¢ u bedzie
wiec obarczona znaczacym bledem w, ktéry modeluje sie jako bialy szum Gausa

o $redniej zero i odchyleniu standardowym o,,, $wiadczacym o niedokladnosci
modelu ruchu (27) (z ang. motiom model).

d
(% =u+tw (27)
Réwnania fazy predykeji beda wygladaly nastepujaco:
&(t3)” = &(t2) ™ 4+ ul(ts —ta) (28)
oa(ts)” = oa(ta)t + oy, (ts — t2) (29)

Druga faza (korekcja) pozostaje bez zmian.

K(ts) = M (30)



T(ts)" = 2(t3)” + K(ts)(23 — &(t3) ) (31)

oa(ts)t = (1 - K(t3))o3(ts)~ (32)

Tym razem btad o2 nie bedzie dazyt do zera, lecz zacznie zbiegaé do pewnej
warto$ci. Na rysunku (7) pokazano wplyw predkosci na rozktad prawdopodobienstwa

warunkowego. Wraz z jej wzrostem, wzrasta takze wariancja, gdyz traci sie tez
pewnoé¢ o aktualnej, zmierzonej w poprzednim kroku pozycji.

T -’r.x[f3|:.ff,J:.[r_,]“lhl‘:2)

Rysunek 7: Wplyw predkosci na rozktad prawdopodobienstwa warunkowego.

Warto jeszeze zwrdcié uwage na kilka faktéw wynikajacych z réwnan (30) i
(31). Jezeli warto$é o2 bedzie duza (pomiary sa bardzo niedokladne) wzmoc-
nienie K bedzie malte. To oznacza, ze w procesie filtracji gtéwnie polega sie na
predykcji, a nie na pomiarach (szum pomiaru bedzie mocno tltumiony).

2 t g (33)

02

—o00, K—0, 2

Jezeli 02 bedzie duza, to wartosci 02 i K tez beda duze. Swiadczy to o sporej
niepewnoé$ci tego, co sie uzyskuje na wyjséciu systemu. A zatem wynik bedzie sie

gléwnie opieral na aktualnych pomiarach.

02 w00, K—1, &7~z (34)

4 Filtr Kalmana

Na co dzien postugujemy si¢ czym$ w rodzaju filtra Kalmana jednak nie zawsze
jestesmy tego Swiadomi. Estymujemy pewne wartosci, takie jak godziny, ceny,
czy tez predkosci z jakimi sie poruszamy. Przyktadem moze byé¢ poranny auto-
bus, ktérym zwykle dojezdzamy na uczelnie. Jezeli od dhuzszego czasu, z powodu
np remontéw na drogach autobus sie sp6znia z czasem zaczniemy przychodzié¢
na przystanek pare minut po czasie planowanego odjazdu. Innym przyktadem
moze byé¢ zakup wymarzonego auta na wakacyjne wypady po atrakcyjnej cenie.
Dzi§ kazdy wie, ze kabriolety osiagaja szczytowe ceny zazwyczaj przed wakac-
jami. Dlaczego? Odpowiedz wydaje sie oczywista. Takich przyktadéw mozna by
przytoczy¢ wiecej, ale istotne jest to, ze tak naprawde czynnosci, tych dokonu-
jemy intuicyjnie. Jak wiec zaimplementowa¢ podobny mechanizm w urzadzeni-
ach mikroprocesorowych?

Algorytm jest dosy¢ prosty i nie wymaga skomplikowanych, czasochtonnych
obliczen. Jedynie co nalezy wykonaé¢ to opisa¢ proces jak i system pomiarowy
odpowiednimi réwnaniami.

10



4.1 Problem obserwatora

Jednym z czestych probleméw spotykanych w teorii systeméw liniowych jest
tzw. problem obserwatora [2]. Chodzi o to, aby potraktowaé¢ system jak ”czarna
skrzynke” i znajac jedynie jej wyjscia, moc estymowaé jej wewnetrzne stany.
Moze sie zdarzy¢ tak, ze na wyjéciu obiektu otrzymujemy jedynie jakie$ pro-
porcje pomiedzy skltadowymi wektora stanu. Jezeli wigc nie bedzie bezposred-
nich relacji, pomiedzy pomiarem (wyjsciem) a stanem wewnetrznym obiektu filtr
bedzie dziatal nieprawidlowo. Mowi sie wtedy, ze system jest nieobserwowalny.

4.2 Model procesu i pomiaru

Do opisu zaréwno procesu jak i systemu pomiarowego stosuje sie modele matem-
atyczne.

2y = Axp—1 + Bug—1 + wi—1 (35)
2z = Hxp + vg (36)

Pierwsze rownanie réznicowe to model procesu, ktéry czesciowo jest determin-
istyczny a czesciowo losowy. Jest to powiazanie poprzedniego stanu z aktualnym
poprzez macierz A. Macierz B to wymuszenie stanu (sterowanie), wy to tzw.
szum procesu (cze$¢ losowa). Drugie réwnanie to model pomiaru, gdzie H jest
macierza wiazaca pomiar ze stanem (wyjscie filtru), a vy, to zaklécenia. Zaréwno
wy, jak i vy reprezentuja biale szumy Gausa (Rysunek 3).

p(UJ) ~ N(07 Q)

p(v) ~ N(O.R) 37)

Podobnie zapis prawdopodobienstw warunkowych dla powyzszych modeli bedzie
wygladatl nastepujaco:

p(Ik|ZL'k_1) ~ N(Axk_l + Bug, Q) (38)
p(zk|wr) ~ N(Hazg, R) (39)

Teraz zdefiniujmy bledy szacowania, w ktérych £~ to estymowany stan a priori
uzyskany z procesu, a & to estymowany stan a posteriori uwzgledniajacy pomiar
Zk-

e, =T — Iy, (40)
er = T — Ik (41)
gdzie e, to blad a priori, a e, to blad a posteriori. Sg to réznice pomiedzy
rzeczywistym stanem a wartoscia estymowana. W praktyce rzeczywiste wartosci

stanu zj, nie sa znane. Macierze kowariancji (zaleznosci wariancji sktadowych
wektora stanu) to:

P =Ele; .¢;] (42)
Py, = Eleg, ex] (43)
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gdzie P, to macierz kowariancji a priori, a P to macierz kowariancji a poste-
riori. Ostatecznie mozna zapisa¢ pewnosci estymowanych wartosci stanu:
Bel(xy)” ~ N7, P, ) (44)
Bel(zy) ~ N(&, Py) (45)
oraz prawdopodobienstwo warunkowe dla stanu zj bazujace na pomiarze zy:

P(xk|zk) = N(@,Pk) (46)

4.3 Dyskretny algorytm filtracji Kalmana

Bazujac na opisie z poprzedniego rozdzialu powtérzmy ogélny zapis filtru dla
naszego modelu (35). Filtr Kalmana jest dwufazowym rekursywnym algoryt-
mem (Rysunek 8). Pierwsza faza algorytmu nazywana jest predykacja (z ang.
predict). Réwnania wykonywane w trakcie tej fazy nazywane sa aktualizacja
czasowa (z ang. time update). Druga faza nazywa sie korekcja (z ang. correct),
a jej réwnania to aktualizacja pomiarowa (z ang. measurement update). W
trakcie predykcji, bazujac na stanie z poprzedniego kroku, wyznacza si¢ esty-
mowang wartos¢ stanu 2 oraz jego kowariancje i sa to wartosci a priori. Pomiar
z w drugiej fazie jest pewna forma sprzezenia zwrotnego. Na jego podstawie
dokonuje si¢ wyznaczenia wartosci a posteriori dla stanu i jego kowariancji.

_

Time L"pdute Measurement Update
(*Predict™) (“Correct™)

.

Rysunek 8: Cykl dwufazowego algorytmu FK.

A oto réwnania pierwszej fazy:
2, = AZp_1 + Bup_ (47)
Py = AP AT +Q

gdzie £, i P, to prognozowane wartosci stanu i kowariancji a priori, £3_1 i
Pr_1 to optymalne szacowane wartosci a posteriori wykonane w poprzednim
kroku. Wzmocnienie Kalmana jest czym$ w rodzaju wagi z jaka wplynie faza
korekcji na estymowany stan:

Ky=P,H'(HP_H" + R)™! (48)

Roéwnanie, ktére mowi jakie jest optymalne skorygowanie prognozy w czasie k,
bazujace na wszystkich dotychczasowych pomiarach bedzie miato postac:

ikZQA?,;—i-Kk(Zk—HJAS,:) (49)

gdzie z;, to pomiar, a réznica (2, — Hi) ) nazywa sie measurement innovation.
Pozostaje jeszcze skorygowaé macierz kowariancji:

P, = (I - K H)P, (50)

gdzie I to macierz jednostkowa.

12



Measurement Update (“Correct™)

Time Update (“Predict™
ime Update ("Predict”) (1) Compute the Kalman gain

5 . ] _ _ -1
(1) Proy?ct the state ahead Kk — P;\,HT(HPJ\_HT+R)
j‘i’\' = A.%’;v\_71+B?fk71

(2) Update estimate with measurement z;

2) Project the error covariance ahead j(k = ’f;\ + K’E( 7 — Hj*;()
ka = API( _ 1AT + Q (3) Update the error covariance

P, = (I-KH)P;

Initial estimates for ;. _; and P_
Rysunek 9: Kompletny algorytm FK.

5 Rozszerzony Filtr Kalmana

Tradycyjne filtry Kalmana stosuje sie w dyskretnych procesach do optymalnej
estymacji stanu. Zaréwno proces, jak i zwiazek pomiedzy pomiarem i proce-
sem, opisuje sie liniowymi réwnaniami (modelami). W przypadku nieliniowych
réwnan stanu mozna skorzystaé¢ z tzw. rozszerzonego filtra Kalmana (z ang.
Extended Kalman Filter w skrécie EKF), w ktérym réwnania stanu sa zlin-
earyzowane poprzez zastapienie nieliniowych funkcji ich rozwinieciami w szereg
Taylora* w otoczeniu estymat.

5.1 Przyblizenie procesu

Dokonajmy zatem modyfikacji tradycyjnego filtra Kalmana. Réwnania stanu
beda mialy nastepujaca postac:

rr = f(Tp—1,Up—1, Wp—1) (51)
zx = h(wg, vx,) (52)

gdzie f to nieliniowa funkcja bazujaca na poprzednim stanie, zawiera takze
sterowanie wy_1 oraz szum procesu wy_1. Funkcja hp to nieliniowa relacja
pomiedzy stanem a pomiarem, zawierajaca takze btad pomiaru vg. Zaréwno
wy, jak 1 vy reprezentuja biale szumy Gausa (Rysunek 3).

W praktyce nie znane sa wartoéci szumow wy, i vy w kazdym kroku. Mozna
zatem przyblizy¢ stan i pomiar nie uwzgledniajac szumow.

Ty = f(Th—1,uk-1,0) (53)
4szereg Taylora - przyblizenie w punkcie xg, gdy liczymy tylko pierwsza pochodng, to przy-
blizenie takie nazywamy liniowym, z = f(zo) + @(m —x0)
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Najwieksza wada EKF jest to, ze rozklad zmiennej losowej po przejsciu przez
nieliniowe transformacje nie bedzie juz normalny (rozklad oszaleje :) ). Algo-
rytm ten jest prostym estymatorem stanu ad hoc, ktory poprzez linearyzacje, w
sposéb optymalny przybliza Bayesowskie reguty.

Uzyskane w procesie linearyzacji (szeregiem Taylora) réwnania stanu to:

T ~ T + AJ(.'L‘;C,1 — .i'kfl) + W‘J’wk,1 (55)
2~ + HY (2 — 31) + Vo, (56)
gdzie
T 1zy — rzeczywiste, aktualne wektory stanu i pomiaru
T 1Zr — przyblizone wartosci stanu i pomiaru obliczone z nieliniowych réwnan 53 i 54
Tk — oszacowany stan a posteriori (2 faza)
wy 1vy  — szum procesu i pomiaru (N(0,Q),N(0, R))
A7 — macierz Jakobiego, pochodna funkcji f po x
J o 9
[i,] — Bz (xk'—la Uk—1, O)
w — macierz Jakobiego, pochodna funkcji f po w
J _ Ofta (4
W[,LJ] ~ duwy (xkfla Uk—1, O)
H’ — macierz Jakobiego, pochodna funkcji h po x
J ah[i] ~
H[ivj] T Oz (xk’ 0)
v/ — macierz Jakobiego, pochodna funkcji h po v

J _ Ohyy i~
[6,] — vy (@x, 0)

5.2 Estymacja procesu

Mozna sprébowaé wyznaczy¢ bledy przyblizen i uzy¢, jeszcze raz réwnan Kalmana
w celu ich oszacowania. A zatem zdefiniujmy rzeczywiste bledy przyblizen:

éxk =T — iik (57)
ézk = Zk — 5k (58)

W praktyce wartosci zj, 1 zj nie sa znane. Podstawiajac réwnania (55) i (56) do
réwnan (57) i (58) otrzymano:

éIk = AJ(JJ]C,1 — f?kfl) + €r (59)
ézk = H‘](:Ck — {fk) + Nk (60)

, a w réwnaniu (60) dokonano podstawienia réwnania (57)
éa:k = AJ(Ik_l — ik—l) + € (61)
Ex = H'ey, +mi (62)
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gdzie e}, i 1 to nowe niezalezne zmienne losowe z rozktadéw p(ex,) ~ N (0, W7 Qr(W)T)
i p(me) ~ N(0,VIR(V7)T). Traktujac blad é,, jako pewien stan, a €z, jako
pewien pomiar mozna zauwazy¢, ze réwnania (61) i (62) bardzo przypominaja
liniowe rownania dla zwyklej wersji KF. Podpowiada to, ze mozna wykorzystac
aktualng wartos¢ btedu pomiaru €., (reszte szeregu Taylora przyblizajacego zy)

oraz hipotetycznie drugiego KF do estymowania rzeczywistego btedu prognozy
(predykcji) €, . Zdefiniujmy ten blad jako é czyli estymowany blad w czasie

k. Po przeksztalceniu réwnania (57), nieliniowe réwnanie procesu bedzie mialo

teraz postac:

T = Tk + € (63)

gdzie T, to szacowany stan, T to przyblizony stan, a é; to szacowany blad
przyblizenia (reszta szeregu Taylora). Blad ten szacujemy dzieki zastosowaniu
hipotetycznie drugiego KF, wykorzystujacego niejako pomiar bledu na pod-
stawie réwnania (58).

Korzystajac z rownania Kalmana estymowany blad przyblizenia na pod-
stawie €,, mozna zapisac:

ek =€ + Ki(es, —¢;) (64)

gdzie ¢, , to blad jaki uzyskuje si¢ w fazie predykcji. Gdy przyjmiemy, ze €, = 0,
bo taka powinna by¢ poprawna prognoza, powyzsze rownanie bedzie wygladato
nastepujaco:

ér = Kyé., (65)

Btad przyblizenia procesu bedzie wiec réwny bledowi przyblizenia zaleznosci
pomiaru od stanu i pomnozonej przez wzmocnienie K. Podstawiajac rownanie
(65) do réwnania (63) otrzymano:

T = T + Kkézk (66)
Ostatecznie korzystajac z zaleznosci (58) pokazano:
Ty =Ty + Ki(zx — Zk) (67)

gdzie Ty, 1 Z), wylicza sie z réwnan (53) i (54).

Udowodniono, ze w zasadzie nie jest potrzebny drugi FK, gdyz nie estymuje
sie bledéw przyblizen, a jedynie rzeczywisty stan. Wzmocnienie K} oblicza sie
w standardowy sposéb. Jakobiany A7, W, H” V7 nalezy przeliczaé¢ w kazdym
cyklu dziatania algorytmu. Dlatego ich zapis powinien wygladaé Ay, Wy, Hy, V4
Czesto w praktyce za Wi, V; przyjmuje sie 1, wiec @ i R traktuje sie¢ jak w
przypadku zwyklego KF, a w kazdym kroku oblicza sie jedynie A; i Hy.
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Measurement Update (*Correct™)

. E “Prediot’
Time Update (“Predict”) (1) Compute the Kalman gain

(1) Project the state ahead _ p T - 7T 71
o ! K, = P.HI(H.P.HT + VR V])
Yp = f(E o, . 0)

(2) Update estimate with measurement 7
~ : AL a a7 - a
i) Project the error covariance ahead o= dp+ Ki(("“k — h("‘k’ 0))
P;\. = A,:\,P]\._ IAJ%'F + W,r;Q,r( _ 1W,;{ (3) Update the error covariance
Pp = (I-KH)P;

Initial estimates for &;_ and P;_,

Rysunek 10: Kompletny algorytm EKF.

6 Przyklady zastosowan FK.

W niniejszym rozdziale zaprezentowano kilka przykltadéw z wykorzystaniem
filtracji Kalmana. Wybrano je z mysla o zastosowaniu w uktadach zroboty-
zowanych takich jak zintegrowane systemy nawigacyjne platform mobilnych,
czy tez pomiary odleglosci systemami ztozonymi z wielu sensoréw. Niektore z
nich zostaly zilustrowane wykresami i fotografiami.

6.1 Liniowe systemy pomiarowe

Przyklad 1 Pomiar zaszumionego napiecia.

Przyktad ten pomaga lepiej zrozumieé opisane powyzej dzialania. Jest to prosty
pomiar stalego zaszumionego napiecia. Przyjeto, ze szum jest typu bialego.
Ogdlne réwnania systemu pomiarowego beda mialy postaé:

) = Axp 1+ Bup_1 + w1 (68)

zr, = Hxp + v,
W systemie tym przyjmujemy, ze A = 1 poniewaz stan sie nie zmienia, gdyz
jest to pomiar stalego napiecia. Dlatego szacujemy, ze w kazdym kroku napie-
cie powinno mie¢ ta sama wartos¢. Nie ma zadnego wejscia sterujacego zatem
u = 0. Z uwagi na to, ze zar6wno pomiar jak i stan maja wymiar réwny jeden
macierz H = 1. Wida¢, ze réwnania KF bardzo sie¢ uproscity:

Inicjacja:

g =0
Py=1
Tp—1 =120
P._1=F
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Predykcja:

Korekcja:

l'k—i’m_l
(70)
Pk—Pk—1+Q
p-
Ky=—r—=P (P, +R)™"
k o+ R (P +R) -

T = f,; —|—Kk(zk — :ﬁ]z)
P, =(1- Kk)Pk_

7 pewnoécia watpliwo$é¢ budzi obecno$é wariancji @ w fazie predykeji. Wariancja
@ powinna by¢ réwna zero. W podrozdziale 3.3 podano przyklad, w ktorym
uwzgledniono znaczacy blad procesu, poniewaz jacht si¢ przemieszczal w trakcie
wykonywania serii pomiaréw. Dlaczego pojawila sie niepewnosé procesu skoro
jest on staly? Autorzy wielu prac o FK proponuja przyjecie za @, dla statych
proceséw, nawet bardzo maltej wartosci rzedu 10e — 5 poniewaz lepiej sie wtedy

dostraja filtr.
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Rysunek 11: Pomiar napiecia dla wariancji R = 0,01 i @Q = 10e — 5.
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Rysunek 12: Pomiar napigcia dla wariancji R = 0,001 i Q = 10e — 5.
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Rysunek 13: Pomiar napiecia dla wariancji R = 0,0001 i Q = 10e — 5.
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Przyklad 2 Jednowymiarowy pomiar pozycyi

Przyklad ten ilustruje jak filtrowa¢ jednowymiarowy pomiar pozycji. Pomiary te
moga pochodzié, np z odbiornika GPS. Proces ten jest identyczny jak poprzedni.
Réwnania maja taka sama posta¢ : A = 1, H = 1, tyle tylko, ze w tym przy-
padku obiekt sie porusza. Nalezy wiec pamietaé, ze za ) powinno sie przyjaé
duza wartosc.

3500 T

wej

——wyj

3000

2500

2000

1500
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0 20 40 60 80 100 120

Rysunek 14: Pomiar pozycji dla wariancji R =0,11 @ = 0,001.

Na rysunku 14 przedstawiono wyniki filtracji. Widaé, ze pojawilo sie spore
przesuniecie fazowe sygnalu. Jest to niepozadane zjawisko. Aby temu zaradzic,
sprébujmy poddaé estymacji nie tylko pozycje ale i predko$é. Wyniki dziatania
przedstawiono na rysunku 15 Dla réwnan:

Sk = Sk—1+ (Vie—1 + wp—1)dt (72)
Vie = Vi + vg, (73)
gdzie S, to pozycja, V', to predkos¢, macierz systemu ma postac:
1 dt
a=[ @] -

wektor stanu:
v = { 5 } (75)
Wryjscie filtru:

H=[1 0] (76)

19



R to nadal macierz 1 x 1, a macierz kowariancji () ma wymiar 2 x 2 i moze by¢:

Q=4 1] ()

gdzie ¢ to wariancja procesu.

zk - jednowymiarowy pomiar pozycji S

Oto réwnania filtra dla powyzszego systemu:

Inicjacja:
S 0
°~1o
1 0
Py = [ 0 1 ] q (78)
Zr—1 =m0
P._1=F
Predykcja:
T, = Axp_
k_ k—1 . (79)
Pk = APk—lA + Q
Korekcja:
K = _BHT PrHY(HP;H' + R)™!
HP HT+R F b
’ (80)

P = (I — KH) P,

Wymiar macierzy K jest 1 x 2.

Lepsze $ledzenie sygnalu mozna uzyskaé, estymujac takze przyspieszenie.
Wiyniki dzialania filtru pokazano na rysunku 16. Macierz systemu wyglada wt-
edy nastepujaco:

d 2
1 dt 4
A=]10 1 dt (81)
0 0 1
wektor stanu:
S
x=|V (82)
a
gdzie S to droga, V to predko$é, a to przyspieszenie.
H= [ 1 00 ] (83)
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Rysunek 15: Estymacja pozycji i predkosci dla wariancji R = 1001 @ = 0,01.

R to nadal macierz 1 x 1, natomiast macierz kowariancji () ma wymiar 3 x 3 i
moze by¢:

Q= (84)

o O =

O = O

= o O
[

gdzie ¢ to wariancja procesu. Mozna takze wyliczyé wspélczynniki (poszczegdlne
wariancje):

&dt® %dt“ %dﬁ
Q= %dt‘* §dt3 sdt? | q (85)
st Sdt* dt
Zk - pomiar pozycji S

Jezeli system pomiarowy, zamiast GPS, zostanie wyposazony w czujnik przyspieszenia
(akcelerometr), wtedy zj bedzie pomiarem przyspieszenia a, a wiec macierz H
nalezy zapisa¢ w ten sposéb:

H=[0 0 1] (86)

reszta macierzy pozostaje bez zmian. Nalezy jednak pamietaé, ze pojawi sie
niepozadane przesuniecie fazowe. Warto wtedy dodaé wektora stanu tzw. szarp-
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Rysunek 16: Estymacja pozycji, predkosci i przyspieszenia dla wariancji R =
20001 @ = 0,01.

niecia (z ang. jerks). Macierz systemu bedzie wtedy miala postaé:

e dt®
1 odt 4 d‘ﬁ
0 0 1 at
0 0 O 1
, & macierz wyjscia:
H=[0 0 1 0] (88)

Przyklad 3 Wielowymiarowy pomiar pozycji

Tym razem system pomiarowy bedzie dokonywal estymacji pozycji w trzech
wymiarach. Wykorzystany zostanie ostatni wariant z poprzedniego przyktadu,
czyli estymacja pozycji, predkosci i przyspieszenia.

Macierz systemu bedzie wygladata:

[ rde 1%
A=l0 T Idt (89)
0 0 I
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gdzie I to macierz jednostkowa 3 x 3, wektor stanu:

SRR

b
I
S
©
S

SIS
< 8

<
N

gdzie S, to droga, V to predko$é, a to przyspieszenie wzdtuz poszcezegdlnych osi
TYZ.

H=[1 0 0] (91)
gdzie I, to macierz jednostkowa 3 x 3. @@ to macierz kowariancji o wymiarze
9 x 9 i moze by¢:

I 0 0
Q=0 I 0|g¢q (92)
0 0 I

gdzie ¢ to wariancja procesu, I to macierz jednostkowa 3 x 3. Macierz R ma
wymiar 3 X 3 i wyglada nastepujaco:

r,. 0 O
R = 0 r, O (93)
0 0 r,

gdzie r, to wariancja poszczegdlnych pomiaréw. Pomiar zx tréjwymiarowej pozy-
cji S to:

Zy = | 2y (94)

Przyktad implementacji filtru w C'++ przy uzyciu biblioteki OpenCV?. Ilustruje
on estymacje dwuwymiarowej pozycji rozpoznanego na obrazie obiektu.

Nalezy na poczatku zadeklarowaé¢ zmienne i struktury niezbedne do praw-
idlowej pracy algorytmu. Wektorem stanu jest pozycja x i y na dwuwymiarowym
obrazie.

#include "cv.h"

#include "highgui.h"

// macierz systemu (zgodnie z systemem pomiarowym)
const float A[2]1[2] = {{ 1,0},{0,1}};

//macierz wyjscia (zgodnie z systemem pomiarowym)
const float H[2] = { 1,0};

5jest biblioteka, funkcji wykorzystywanych podczas obrébki obrazu, oparta o otwarty kod,a
zapoczatkowana przez Intela. http://sourceforge.net/projects/opencvlibrary/
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//tworzenie struktury typu CvKalman

CvKalman* kalman = cvCreateKalman( 2, 1, 0 );

// wektor stanu

CvMat* state = cvCreateMat( 2, 1, CV_32FC1 );

// wektor pomiardw

CvMat* measurement = cvCreateMat( 2, 1, CV_32FC1 );

//wypelnienie struktury kalman

memcpy ( kalman->transition_matrix->data.fl, A, sizeof(A));

memcpy ( kalman->measurement_matrix->data.fl, H, sizeof(H));

// parametr Q

cvSetIdentity( kalman->process_noise_cov, cvRealScalar(le-1) );
//parametr R

cvSetIdentity( kalman->measurement_noise_cov, cvRealScalar(le-2) );
cvSetIdentity( kalman->error_cov_post, cvRealScalar(1));

Rozpoznany srodek (np najjasniejszy punkt) obiektu zapisano jako wektor
dwuelementowy pomiar

// punkt - k-ta prébka obarczona btedem

CV_MAT_ELEM (*measurement,float,0,0)=(float)pomiar.x;
CV_MAT_ELEM(*measurement,float,1,0)=(float)pomiar.y;
// Predykcja

cvKalmanUpdateByTime (kalman) ;

// Korekcja

cvKalmanUpdateByMeasurement (kalman,measurement) ;

// zapis wyjscia filtru do wektora punkt
punkt.x=(int)kalman_red->PosterState[0];
punkt.y=(int)kalman_red->PosterState[1];

Wiecej informacji mozna znalez¢ na stronie
http://www710.univ-lyonl.fr/ bouakaz/OpenCV-0.9.5/docs/

Przyklad 4 Pomiar odchylenia kgtowego.

Jest to jeden z najczesciej spotykanych przykladéw wykorzystania KF. W obiek-
tach, ktére nie maja stalego punktu odniesienia pomiaréw odchylenia dokonuje
sie przy pomocy inklinometréw, akcelerometréow lub zyroskopow. Niestety zaden
z sensor6w nie dostarcza dostatecznie dokladnej informacji o odchyleniu (obro-
cie) katowym. W praktyce wykorzystuje sie kilka czujnikéw dla jednego sys-
temu. Najciekawszym przypadkiem jest inklinometr lub akcelerometr wraz z
zyroskopem.

Akcelerometry mierzg przyspieszenia statyczne, np grawitacja i zdolnosé
ta wykorzystuje si¢ do wyznaczenia odchylenia od pionu. Tanie, dostepne na
rynku modele charakteryzuja sie sporymi szumami na wyjsciu, dlatego zaleca
sie stosowanie jeszcze jednego czujnika. Zyroskopy, jak wiadomo, dostarczaja
informacji o predkosci obrotowej. Niestety ich wada jest fakt, ze z czasem ule-
gaja dryftowi, pomiary staja sie wiec bledne. Filtr Kalmana doskonale niweluje
niepozadane zjawisko dryftu oraz dokonuje przy tym fuzji pomiaréw dostarcza-
jac dostatecznie dokladnej i nie zaszumionej informacji o odchyleniu (obrocie).

Réwnanie systemu ma postac:

O = 0r—1 + (Wk—1 — Gbias)dt (95)
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gdzie 0 to odchylenie katowe, w to predkos¢ katowa, a gpias to dryft zyroskopu.
Tym razem jeden z pomiaréw uwzgledniony zostanie juz w fazie predykcji. Pred-
kos¢ katowa, odczytana z zyroskopu, w postuzy jako sterowanie u. Mozna wiec
zapisaé jeszcze raz rOwnanie systemu:

rr = Axp_1 + Bu (96)

macierze:

oraz wektor stanu:

x:[ o ] (98)

9bias
Reszta macierzy wyglada jak w przypadku pomiaru jednym czujnikiem:
H-= [ 1 0 ] (99)

R to macierz 1 x 1 (szum akcelerometru), macierz kowariancji @) ma wymiar
2 X 2 i moze by¢:

Q:[é g]q (100)

gdzie ¢ to wariancja procesu (szum zyroskopu). Pomiar z, to pomiar kata 6
pochodzacy z akcelerometru lub inklinometru.

Powyzszy przyklad pozwala estymowaé¢ odchylenie katowe. Jezeli potrzeba
jest takze informacja o predkosci katowej, nalezy nieco zmodyfikowa¢ macierze.

1 0 —dt ]
A=]0 0 -1
00 1 | (101)
dt ]
B=|1
0 -
oraz wektor stanu:
0
x = w (102)
Gbias
Reszta macierzy wyglada jak w przypadku pomiaru jednym czujnikiem:
H=[1 0 0] (103)

R to macierz 1 x 1 (szum akcelerometru), macierz kowariancji @ ma wymiar
3 x 3 i moze by¢:

(104)

o

Il
o O =
O = O
= o O
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Ponizej przedstawiono przyklad implementacji filtra dla dowolnego mikrokon-
trolera. W tym celu zadeklarowano dwie struktury stan oraz kalm. Pola tych
struktur przechowuja pomiary, wartosci poszczegdlnych elementéw macierzy P,
@ oraz wektora stanu x. Warto zwréci¢ uwage na to, ze nie ma koniecznosci
obliczania wszystkich elementéw macierzy P. W procesie filtracji biora udziat
jedynie elementy Pi1, P13, Po1, P31, Pss.

struct typ_stan { /* Struktura stanux/
float theta; /* odchylenie */

float omega; /* predkosS¢ odchylania */
float pomiar_theta; /* odchylenie */
float pomiar_omega; /* predkosS¢ katowa */
};

extern struct typ_stan stan;

struct typ_kalman { /* struktura filtra FK */
float Q; /* Wartosci przekagtnej macierzy Q */
float R; /* Wariancja pomiaru */

float theta; /* odchylenie */

float omega; /* predkosS¢ katowa */

float g_bias; /* dryft zyroskopu */

float P11; /* wartosci macierzy kowariancji P */
float P13;

float P21;

float P31;

float P33;

float K1; /* wartosci macierzy K */

float K2;

float K3;

+

extern struct typ_kalman kalm;

W programie gltéwnym nalezy wszystkie pola zainicjowaé¢ odpowiednimi wartos-
ciami.

Init()

{

// stan
stan.theta=0;
stan.omega=0;
stan.pomiar_theta=0;
stan.pomiar_omega=0;
// kalman
kalm.Q=0.0001;
kalm.R=1;
kalm.theta=0;
kalm.omega=0;
kalm.g_bias=0;
kalm.P11=R;
kalm.P13=0;
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kalm.P21=0;
kalm.P31=0;
kalm.P33=0;
kalm.K1=0;
kalm.K2=0;
kalm.K3=0;

Teraz mozna przystapi¢ do rekursywnej pracy filtra. Do tego celu najlepiej wyko-
rzystuje sie wewnetrzne przerwania czasowe mikrokontrolera. Czestotliwo$c z
jaka wykonuje sie pomiary uzalezniona jest od predkosci uzytego przetwornika
oraz wydajnosci jednostki centralnej. Wszystkie operacje arytmetyczne sa wykony-
wane na zmiennych typu float, ktore sa do$é czasochlonne.

#define dt 0.02 // przerwanie co 20ms, f=50Hz

interrupt void int_TPUPITCHAN()

{

11777777777/7////7//// pomiar
stan.pomiar_theta=odczytaj_akcelerometry();
stan.pomiar_omega=odczytaj_zyroskop() ;

/11777/777//7/7/7//// £iltr kalmana
// PREDYKCJA

//

// [theta | [1 0 -dt| |theta | | dtl|

// lomega | =|0 0 -1 |*|omega | +| 1 |*gyro
// lg_bias |k |0 0 1 | |g_bias |k-1 | O |

// xk apriori

//

kalm.theta=kalm.thetat+(stan.pomiar_omega-kalm.g_bias)*dt;
kalm.omega=stan.pomiar_omega-kalm.g_bias;

// kalm.g_bias=kalm.g_bias;

/e

// Pk=AP_{k-1}A"T+Q a priori
kalm.P11=kalm.P11-kalm.P31*dt+kalm.P33*dt*dt-kalm.P13*dt+kalm.Q;
kalm.P13=kalm.P13-kalm.P33*dt;

kalm.P21=kalm.P33*dt-kalm.P31;

kalm.P31=kalm.P31-kalm.P33*dt;

kalm.P33=kalm.P33+kalm.Q;

//

117717777711171117177

// KOREKCJA

/oo

// Kk=PkH T (HPKH"T+R) -1
kalm.Ki1=kalm.P11*(1/(kalm.P11+kalm.R));
kalm.K2=kalm.P21*(1/(kalm.P11+kalm.R));
kalm.K3=kalm.P31*(1/(kalm.P11+kalm.R));
R

// xk=xk-K(zk-Hxk) a posteriori
kalm.theta=kalm.thetatkalm.K1*(stan.pomiar_theta-kalm.theta);
kalm.omega=kalm.omegatkalm.K2*(stan.pomiar_theta-kalm.theta);
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kalm.g_bias=kalm.g_bias+kalm.K3*(stan.pomiar_theta-kalm.theta);
/e ___

// Pk=(1-KkH)Pk a posteriori
kalm.P11=(1-kalm.K1)*kalm.P11;
kalm.P13=(1-kalm.K1)*kalm.P13;
kalm.P21=kalm.P21-kalm.P11*kalm.K2;
kalm.P31=kalm.P31-kalm.P11*kalm.K3;
kalm.P33=kalm.P33-kalm.P13*kalm.K3;
//

[1171777177777777177777/77/77/

// AKTUALIZACJA WEKTORA STANU

//

stan.theta=kalm.theta;
stan.omega=kalm.omega;

//

}

Uktad pomiarowy przebadano dla réznych wartosci Q i R. Wyniki filtracji
pokazano na rysunkach 17, 18, 19.

o08f T m
przed filtracja
po filtracji
0.6 B
0.4 B
0.2 : B
WVW
g
i 0 M -
-0.2 B
-0.41 B
-0.6 B
1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250

t
Rysunek 17: Pomiar odchylenia katowego dla parametréw ¢ = 0.0001 i R = 1.
Warto takze rozwazy¢ przypadek, w ktérym dokonuje si¢ jedynie estymacji

predkoéci zmiany kata. Mozna sie wtedy postuzyé, w fazie korekcji, pomiarami
z enkodera, ktory dostarczy informacji o predkosci katowej. Powyzsze réwnania
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Rysunek 18: Pomiar odchylenia katowego dla parametréow @@ = 0.01 i R = 10.

0.8 T T

przed filtracja
po filtracji
0.6 N

80 90 100

Rysunek 19: Pomiar odchylenia katowego dla parametrow Q@ =11 R = 1.
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modyfikujemy analogicznie:

-1 ]
1

B

0
A=)
B =

(105)

[w
xr =
gbias_
H=[1 0]
Q[(l) ?]q

Wszystkie powyzsze przypadki pomiaru odchylenia katowego polegaly na
tym, ze jeden czujnik wykorzystywano w fazie predykcji, drugi zas w fazie ko-
rekcji. Czy mozna uzy¢ dwoch sensoréw w fazie korekeji? Mozna, o ile ma to w
ogole sens. Jak wspomniano wezesniej, jeden z czujnikéw (zyroskop) z czasem
ulega dryfowi. W fazie korekcji, dobrze jest si¢ postugiwaé czujnikami, ktoére
tylko szumia. Dryft nie nalezy do szuméw (bledéw losowych) jest to typ bledu
systematycznego, ktéry uwzglednia sie w procesie pomiarowym, tak jak to mi-
alo miejsce w powyzszych przyktadach. Gdyby jednak postuzono sie czujnikami
np. enkoder oraz inklinometr rownania moglyby wygladaé¢ nastepujaco:

A= H CH (106)

sterowanie u jest réwne 0 wiec macierz B pomijamy.

L8

H=|, ! } (107)

Q[(l) Hq

gdzie ¢ to blad procesu. Bledy czujnikéw (odczytane np z ich dokumentacji)
zapisuje si¢ w macierzy R, ktéra ma tym razem wymiar 2 X 2.

1
0

[ —

_ Rinklinometr 0
R= |: 0 Renkoder :| (108)

pomiar z; nie bedzie juz jednowymiarowy tylko dwuwymiarowy:

w

Zi = { 59 ] (109)

6.2 Nieliniowe systemy pomiarowe

Przyktad 5 Pomiar poziomu cieczy
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Rysunek 20: Pomiar poziomu cieczy w zbiorniku (sonar i pltywak).

We wszystkich powyzszych przyktadach postugiwano sie zwyktym filtrem Kalmana.
Jak zatem w praktyce dziala EKF? Jako przyklad moze postuzy¢ zbiornik z
ciecza, na szczycie ktérego zainstalowano sonar do pomiaru poziomu oraz ply-
wak wraz z enkoderem inkrementalnym. Z rysunku 20 wida¢, ze system nie jest
liniowy gdyz nieliniowa bedzie zalezno$é¢ pomiedzy katem zawieszonego ptywaka

a poziomem zmierzonym przez sonar.

W tym przykladzie, w fazie predykcji wykorzystuje sie pomiar sonarem (jest
on dosy¢ niedokladny). W trakcie korekeji postuguje sie wyliczong odlegloscia

na podstawie pomiaru kata ramienia.
Nieliniowe rownania systemu maja postac:

Fo) — [ lcosf }
6

0 (110)
h(z) =

gdzie [ to dlugosé ramienia, na ktérym zawieszony jest ptywak, 0 to kat z jakim
ramie sie wychylito. Wektor stanu to:

= [1] o

gdzie d to poziom w zbiorniku. Jakobian A7 wyznacza sie w kazdym cyklu, gdyz
zmienia sie on w czasie.

J_| 0 —lsind
A = [ 0 1 (112)

Reszta macierzy jest prosta i nie wymaga przeliczania w kazdym cyklu:

H' =[0 1] (113)
w! = { (1) (1) } (114)
vIi=1 (115)
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